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‘Lecon 156 : Exponentielle de

matrices. Applications.

Dins toute Becon I déstgne R ow €.

T . Censtucton de I’ expo nentielie matrice lie

Theoeme 4.1 Doit wagly « € Lo Terme gén;ro& d'une A3fie erhidre de Rayen de convagence
RYOQ. Soit A € Hh (), uloLs:
Wi PAIX R, Ll Adric de tome gindral (o AY), ot naumotewsent conveigente
i PLA))Y Ry la dErie de tame gEnérol (ak AK), e divesgante

+&
On note olew foa A € W, (K) ulitient pAI< R, T(A) = kLaKAkM .
(=4
Thi@@me 1.2, Auvec fer notanbon P.xe"c?denm ; A matrice ¥ (A) et un Polyngme en. L.

mutrice A (dont les coefRcients dépendent de A).

Appuitarion 1.3 [ Deéfinition de ('exponentielle ] L' application WMn (K) — 74 (K),
R K 2 ;
A — Z A st bien definie et confinue mut u% (1K), On L appelie exponentielle
k= k!

de A et on J‘A noke exp

Remaaque L.y En Paenant n=.1, on SeTrauve Lo fonchon exponentdie définie —ar IR ou
C:

Exempies 1.5
14 exp Q) = Iy
> exp (In) =z eI,
’ i AL An
b exp (tiag (A,,.“,Aﬂ)> = diag(e™ .. e ) e

k
D oug N est nilpoterge dfindiee g2 1 alew exP(N) = Kl _L
To k!

PhoPDSiﬁOh 1.6 Pour tous AP € U, UA), on a:

) exp (A) = tm (I, +1 A)
kwr.q k

au exp (A+B) .—.kurn f“P(-f; A) C"P(% B)]k
Sl

T . Pacpriétes de L' exponentielie
1. Proprietes caleuloteires

Proposition 2.1 Pour towt P € Gl (K) et touwt M € Ha UK) exp (PMP™') = PexpMP‘i.

En paaticutien, si deux motricer M, N € o, (IK) .tant _sembiobke alew exp (M) et
axp (N) le gent.

Pemoaque 2.2. Cecl focilife de exp (M) lotsque M est tn'gonalisabe au diogonaﬁisuble,wiscue

Le coloul de [‘exponentidie d'une watrica diosonak o tn‘ansuLcu’u et exP'LicHt

Proposition 2.3 Seient M, N € W (). Alou , les matrices M et N commutent i et soulement
0 pouL out ot € R, exp [t (A+B)] = exp (tA)exp (tB).

Cooilaite 2.4 Soient M, N € Ha UIK) deux matricar gui commukent alew exp (M+N ) = explt)exp(N).

Cowliaite 2.5 Ruwdtowt M € N, UK, exp (M) € GL, IK) et [ex M)17'= e (=M.
o P P p

Feopriétes 2.6 Soit M € W (K), aloy:
%3] def(exPM): ehl’l
i (exp M)t = exp (M)

titt) exp M = exp ﬁ

Theowme 2.3 [ Decomposition de Dunfoiel ] Soit M € U, (1K) tel que oy Solt seinde sur .
T existe aley un unique coupie (D,N) € dﬂ, (IK) z' awe D dm’csonoh‘mble et N nilpo~-
terte , tel que M= D+N et DN = ND

Roposition 2.8 Soit M € o (1) de dEcomposition de Dunfomd M = D +N. Alow exp (M) admet
pow. dE'ccchziuow de Dunfowdl exp(M) = exp (D) + exp (D) [exp( ) - I, 1.

Application 2.9 Soit M € Y, (IK) 12l que Koy ot scindé o K. Alew M et diogonalisabk i
et dqulementt & exp (M) et d?’asouoiisube. y

Proposition. 2.10 Seit M € Y, UK) aleu Splexp (M) = fe* 2 e Spm},

o\

i

T ypusweddor



2. Thopaietés en -t Qe gonchion

Propesition 2. 11 L' ensemble dex matricss M € P (€) ventiant exp (M) = I, att  L'ensem ble

des _warricey d1a80:0£fso,bl<x dorit e apeche et inClis dons MZ.

Cc{oilmte 2.12 Loisque n> 2, LU'expomenbielle n’at pox injec‘h‘u& AUR u‘/,, (IK).

ExemPle 2.13

2m
axp (?217 o) = I, = explO)

Théowme 2.1 L' applicernion P i W (B)— GLa (€) et -surjectice. Et, plus e cisément,

oo xox M@ Gl, (€), 9 exiske Q € CLXT tel que M = exp (QUM)).
o g
Apptication 2.15 L’ etpace Gh, (€) ett connexe pax azce .

Cowollaiie 2,16 Serg p €N Rur tad M € Gl ()il exisk X € Glp (€) polyno-
miale en M telle que X7 = w,

Th€owme 2.1 |’ appli cation exp: Mo UR) — M2 IMEGL, (R} est surjectix. Et,
pour dour M € Gln (R), il exise P € RMIX] kil que M* = exp (P(M)).

— caja.d, A dvpwdt aun Jo diffgrendielle de l'expn., modricielle

I . Restrichions Rema quaubler

Definition 31 €n mote %, (R) (aup. J:,HUK)) L' entemble det matrices Lymetiquer (resp.

symé‘m’qua dc’J;‘ niet POOHIVRE ) & coefficiernts NEels.
Preposition 3.2 L'oppivcation exp . Iy (R) — F7TUR) et un homeomephisine .

Difintion 3.3 Cn nate Ha (€) (retp. Hy P (€)) U ensembie des matricer hemitiennk (aerp.

hermitiennes dérinies positives ) complex<r .
Propation 3.4 L'apptication exp: H, (€) — He™ (€) et un hemeomoiphisme.

Difinition 3.5 A pouatir du déxioppement en .sére enhidre du logeaithme compiexe, on paut

» ‘ = (~1) Kt
définir lo. fonction losgmﬂyme metriciel pae bn (I, + M) = L.
K=1

M* pour M € -/7,,((.‘)
vErifiont (M) < 1.

Theméme 3.6 En nctant o) (€) L'ensembie de matrites nilpotenker a coefficierts complexat et
Ly (@) '<nsembie det motrice unipotertter complexer, exp @ Ny (€) — Ly (€) wt bl je chive

a'inverse fe logasathme metviciel,

IV . Appiication aux quation Gifféfentielies

?r«opoﬂh‘on b1 Soit M € Ay (R). Aleu | gpprication R Gl, (R), t — exp(tA) est une applicahion

de dosee C¥ qun R et de dérivte t —y A exp(tA).

homog‘,nc
Froposition . 2 LEDO'G ceefficionts constunts ] Saierrt M € WMo UR); 1, € R et X% € W, UR). Alou 1 unique

= MX
solution du pacbiéme de Cautch hy {;((m -x @t donnée pax X : t 4y tXP((t‘tc)M)’b-
Exempie 4.3
'z yx +3
{z ux T3y et 2O =zy0)=0
y'=x+y

~ Quuert
Paopasition 4. 4 LEDO & coefficients tonstank 1 Sovert M € Ha (R), to € L vaaJle’de m,X € u‘]’,, . (RR)

X'=MX+B
et B:I — u'y,,l(fﬁ.) upplicatien certhinue . Alew 1 unique -s0hition du P&oblemf. {Xu;,):x‘,
dennge pax (Nt € I 4y explt-tIM1Y, +/exp[lt sM] Besyds

t



